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Préliminaires

Le foncteur homologique

Ho(Id) = Id et Hy(f o g) = Hy(f) o Hp(g)

Hp facile a calculer si X et f sont simpliciaux.
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Préliminaires

Filtration et homologie

X1 C X5 c ... C X,
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Préliminaires

Filtration et homologie

X1 C X5 c ... C X,
I Hp

Hp(Xl) — Hp(Xg) - ... > Hp(Xn)
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Préliminaires

Filtration et homologie

X1 C X5 c ... C X,
I Hp
Hp(Xl) — Hp(Xg) — L. = Hp(Xn)

. . H N , . .,
Filtration — chafne d’applications linéaires.
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Préliminaires

Isomorphisme de chaines d’applications

fi fa fa—1

E>
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Préliminaires

Isomorphisme de chaines d’applications
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Préliminaires

Isomorphisme de chaines d’applications

fo—
(f): EB-"s5-" L E,
. l 81 l & fa—1 l
(gi)- F1 F2 : Fn
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Préliminaires

Isomorphisme de chaines d’applications

fo—
(f): EB-"s5-" L E,
. l 81 l & fa—1 l
(gi)- F1 F2 : Fn
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires

Chalnes élémentaires :

1 2 g d b n
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires

Chalnes élémentaires :

1 2 g d b n

Décomposition canonique

3! multi-ensemble d'intervalles, /, tq

()~ €P Idla, b]

[a,b]€l
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires

Chalnes élémentaires :

1 2 g d b n

Décomposition canonique

3! multi-ensemble d'intervalles, /, tq

()~ €P Idla, b]

[a,b]€l

Corollaire

| est un invariant complet pour (f;). Ces éléments sont les
intervalles de persistance de (f;).
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires

f fi \I: b, \f fi fnl\I:n
0 > K > K > 0
(] [S] (5] o
K——> K—> >0 > >0
[ 5] ® ®
0—>0—> K > K
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires
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0 > K > K—K—>...—>0
® ® ® _ o ®
Ik > K > >0 —>0 > ...——>0
@ ® ® _ @ ®
0 > 0 > K= —> K

K> -
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Préliminaires

Classification des chaines d'applications linéaires
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0 > K——--- K=>K-—>...—0
® ® ® _ © ®
K > K > >0)—>0 > ... —>0
(5] (5] & D &
0 > () o—> K

Remarque

Ajouter un isomorphisme dans une chaine ne change pas les
intervalles de persistance (a ré-indexation pres).
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Préliminaires
Fonctions et persistance
/ﬁ?‘)
b
o2,
%
Soit f : X — IR.

a<b = {f<a}cC{f<b}
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Préliminaires
Fonctions et persistance
/ﬁ?‘)
b
o2,
%
Soit f : X — IR.

a<b = {f<a}cC{f<b}

Fonction f
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Préliminaires
Fonctions et persistance
/ﬁ?‘)
b
o2,
%
Soit f : X — IR.

a<b = {f<a}cC{f<b}

Fonction f — filtration
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Préliminaires
Fonctions et persistance
/ﬁ?‘)
b
o2,
%
Soit f : X — IR.

a<b = {f<a}cC{f<b}

. . . H, ~ , .. .,
Fonction f — filtration — chafne d’applications linéaires
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Préliminaires
Fonctions et persistance
/ﬁ?‘)
b
o2,
%
Soit f : X — IR.

a<b = {f<a}cC{f<b}

. . . H, ~ , .. .,
Fonction f — filtration — chafne d’applications linéaires
— intervalles de persistance /(f)
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Préliminaires
Diagramme de persistance

(a,b) *
. A
D(f)

(a, b) € D(f) < [a, ble I(f) ou a = b.

[CEHO7] stabilité : |D(f) — D(g)| < |If — &lloo
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Préliminaires
e-simplification

Définition

g est une e-simplification de f si ||[f — glloc < € et
D(g) = D(f) \ { les points a moins de ¢ de A}.

[EMPO06] “Persistence-sensitive simplification...
morceaux
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Le cadre combinatoire
Cadre combinatoire

Données : Une filtration C d'un complexe simplicial K
K-KicKoC...CcK,=K
avec Ki = Ki_1 U{0o;}.

Affirmation

On peut attribuer un signe a chaque simplexe de K tq tout
intervalle de I est de la forme
@ [i,j[, j < n avec o; positif, o; négatif et
dimo*j =dimo;+1=p+1,

@ ou [k, n+ 1] avec oy positif et dim oy = p.
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Le cadre combinatoire
Cadre combinatoire

Données : Une filtration C d'un complexe simplicial K
K-KicKoC...CcK,=K
avec Ki = Ki_1 U{0o;}.

On peut attribuer un signe a chaque simplexe de K tq tout
intervalle de K est de la forme

@ [i,j[, j < n avec o; positif, o; négatif et
dimo*j =dimo;+1=p+1,

@ ou [k, n+ 1] avec oy positif et dim oy = p.

On dit alors que o et 0; sont appariés et que o est essentiel ou
non-apparié.
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

Pb: Calculer [p(K), i.e. les intervalles de persistance de

Ho(Ki) — Ho(Ka) — ... — Ho(K.)

Rappel : Hp(K) ~ K ol f3y est le nb. de composantes de K.
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

On montre que

@ Tout sommet est positif
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

On montre que
@ Tout sommet est positif

@ Si K est connexe, o1 est le seul sommet essentiel
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

On montre que
@ Tout sommet est positif
@ Si K est connexe, o1 est le seul sommet essentiel

@ Une aréte o} est négative ssi elle joint 2 composantes V et W
de Kj_1. Dans ce cas o; est appariée avec le sommet o; qui
réalise max{min V, min W}.

o
J

O
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

@ test de négativité des arétes = test insertion MST dans algo.
de Kruskal
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

@ test de négativité des arétes = test insertion MST dans algo.
de Kruskal

= Les arétes négatives forment un MST dans K pour les poids
égaux aux indices.
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Le cadre combinatoire

Calcul de la persistance en dimension 0

@ test de négativité des arétes = test insertion MST dans algo.
de Kruskal

= Les arétes négatives forment un MST dans K pour les poids
égaux aux indices.

Remarque : Les paires de persistance de Hy(K) ne dépendent que
de ce MST.
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Algorithme de simplification

e-simplification en dimension 0

Soit f : K — IR.
f(0'1)<f(02)...<f(0n)—>le—> Tr.

Lemme
On peut calculer une e-simplification h de la restriction de f a Ty

tq
Sig: K — IR avec g|1, = het g|i\1, = f, alors

@ Do(g) = Do(f) \ { points de persistance < ¢}
° Di(g) = Du(f).
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Soit K une surface triangulée et f : K — IR.
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Soit K une surface triangulée et f : K — IR.

@ On calcule une e-simplification de Dy(f) par le lemme
précédent.
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Soit K une surface triangulée et f : K — IR.

@ On calcule une e-simplification de Dy(f) par le lemme
précédent.

@ K est une surface = K admet une surface duale K*.
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Soit K une surface triangulée et f : K — IR.
@ On calcule une e-simplification de Dy(f) par le lemme
précédent.
@ K est une surface = K admet une surface duale K*.

@ par dualité (cf. [CEHO08]) (o, 7) est une paire pour f ssi
(7*,0%) est une paire pour —f
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Soit K une surface triangulée et f : K — IR.
@ On calcule une e-simplification de Dy(f) par le lemme
précédent.
@ K est une surface = K admet une surface duale K*.

@ par dualité (cf. [CEHO08]) (o, 7) est une paire pour f ssi
(7*,0%) est une paire pour —f
@ Pour simplifier Dy(f), il suffit de simplifier Do(—f) sur K*.
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Algorithme de simplification

Principe de la simplification

Il suffit de savoir calculer une e-simplification d'une fonction définie
sur un arbre.
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Simplification sur les arbres

Structure des paires a simplifier

K est un arbre.
f(o1) < f(o2)... < f(on) — Kr
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Simplification sur les arbres

Structure des paires a simplifier

K est un arbre.
f(o1) < f(o2)... < f(on) — Kr

On se donne P C I(K¢) fermé par inclusion (e.g. les paires de
persistance < ¢).

T|_|I 1 1

Ho(Ky y——> —>Ho(Kj)—> -+ ——> Ho(Kn»)
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Simplification sur les arbres

Structure des paires a simplifier

K est un arbre.
f(o1) < f(o2)... < f(on) — Kr

On se donne P C I(K¢) fermé par inclusion (e.g. les paires de
persistance < ¢).

Définition

g est une P-simplification de f si D(g) = D(f) \ f(P).
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Simplification sur les arbres

Structure des paires a simplifier

Chaque composante de P est un arbre A privé de sa racine s tel
que f(s) < f(A).
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

On peut simplifier chaque composante A de P indépendamment.
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

On peut simplifier chaque composante A de P indépendamment.

@ Le nombre de paires de Hy(K¢) ne dépend que de K.
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

On peut simplifier chaque composante A de P indépendamment.

@ Le nombre de paires de Hy(K¢) ne dépend que de K.

@ Les paires de A “a supprimer” deviennent des paires (o, 0;)
de persistance nulle : g(oi) = g(0;)
(= g ne peut étre injective).

Francis Lazarus Simplification via la persistance



Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

On peut simplifier chaque composante A de P indépendamment.

@ Le nombre de paires de Hy(K¢) ne dépend que de K.

@ Les paires de A “a supprimer” deviennent des paires (o, 0;)
de persistance nulle : g(oi) = g(0;)
(= g ne peut étre injective).

@ Si on impose qu'au plus deux simplexes ont la méme valeur,
alors les paires nulles sont de la forme (o}, 0j41).
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

On peut simplifier chaque composante A de P indépendamment.

@ Le nombre de paires de Hy(K¢) ne dépend que de K.

@ Les paires de A “a supprimer” deviennent des paires (o, 0;)
de persistance nulle : g(oi) = g(0;)
(= g ne peut étre injective).

@ Si on impose qu'au plus deux simplexes ont la méme valeur,
alors les paires nulles sont de la forme (o}, 0j41).

Définition

Une paire (0}, 011) est dite locale. Nécessairement o; < 0j41.
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

s
Si toutes les paires sont locales dans la composante A alors f est
croissante sur tout chemin issu de s.
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Simplification sur les arbres

Simplification d’'une composante de P

S

Si toutes les paires sont locales dans la composante A alors f est
croissante sur tout chemin issu de s.

Pour obtenir cette condition, on pose g(v) = minf(A,) (et
g(e) = g(v) si e appariée a v). Le calcul se fait en temps linéaire
pour A en I'effeuillant.
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

@ Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

@ Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }
@ G, := composante de w dans [w, e(w)]. C'est un arbre privé
d'un sommet u.
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

@ Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }

@ G, := composante de w dans [w, e(w)]. C'est un arbre privé
d'un sommet u.

e G, C Acar G, C [w,e(w)] C P et G, connexe.
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

@ Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }

@ G, := composante de w dans [w, e(w)]. C'est un arbre privé
d'un sommet u.

e G, C Acar G, C [w,e(w)] C P et G, connexe.

@ Si G, C Ay alors u € A,. Contradiction avec f(u) < f(w).
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

@ Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }

@ G, := composante de w dans [w, e(w)]. C'est un arbre privé
d'un sommet u.

e G, C Acar G, C [w,e(w)] C P et G, connexe.

@ Doncv € G,.
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Simplification sur les arbres
Proximité de f et g

Soient w := argminfA,, i.e.
g(v) = f(w) et e(w) apparié
a w (dans A)

Soit [w, e(w)] := { paires de f incluse dans [w, e(w)] }

@ G, := composante de w dans [w, e(w)]. C'est un arbre privé
d'un sommet u.

Gy C Acar Gy, C [w,e(w)] C P et G, connexe.

Donc v € G,,.

Donc f(w) < f(v) < f(e(w)) et

lg(v) = f(V)| = [f(w) = F(V)| < [f(w) — f(e(w))| <e



Simplification sur les arbres

Complexité

@ Tri des simplexes selon f — O(nlog n)
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Simplification sur les arbres

Complexité

@ Tri des simplexes selon f — O(nlog n)

o Calcul du MST et des paires de persistance — O(na(n))
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Simplification sur les arbres
Complexité

@ Tri des simplexes selon f — O(nlog n)
o Calcul du MST et des paires de persistance — O(na(n))
e Calcul de g — O(n)
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Simplification sur les arbres
Complexité

@ Tri des simplexes selon f — O(nlog n)
o Calcul du MST et des paires de persistance — O(na(n))
e Calcul de g — O(n)

Complexité de la simplification : O(nlog n) dans le model
Real-RAM usuel ou O(n) dans un modele RAM approprié.
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Simplification sur les arbres

FIN

Francis Lazarus implification via la persistance



	Préliminaires
	Le cadre combinatoire
	Algorithme de simplification
	Simplification sur les arbres

