Résumé

Beaucoup de programmes de visualisation, de planification de trajectoire, etc., utilisent intensivement des calculs de visibilité. Si ces calculs de visibilité ne constituent qu’une petite partie de ces programmes, ils sont en revanche responsables d’une grande partie du temps d’exécution de ces programmes : leur efficacité est donc cruciale.

Les algorithmes traditionnels de calculs de visibilité ont deux défauts : ils effectuent – inutilement – des calculs sur des objets non visibles et refont tous ces calculs à chaque nouvelle requête, même si les changements avec la requête précédente sont minimes.

Pour remédier à ces inconvénients dans le cadre de scènes polygonales bidimensionnelles, nous nous servons d’une structure de données – le complexe de visibilité – qui code toutes les relations de visibilité entre objets d’une scène. Après avoir montré comment construire de façon optimale le complexe de visibilité, nous montrons comment il permet d’utiliser la cohérence spatiale de la scène dans les calculs de polygones de visibilité. Nous montrons aussi comment il permet d’utiliser la cohérence temporelle dans le maintien d’une vue autour d’un point se déplaçant dans la scène.

Nous étudions ces algorithmes non seulement d’un point de vue théorique mais aussi d’un point de vue pratique. Nous avons programmé ces algorithmes et effectué des comparaisons expérimentales entre algorithmes. Nous nous sommes aussi intéressés aux problèmes de dégénérescences et d’imprécisions des calculs numériques qui se posent dès que les programmes sont exécutés sur des données ≪ réelles ≫.

Mots clés : Géométrie algorithmique, visibilité, analyse d’algorithmes, comparaison expérimentale, traitement des cas dégénérés, traitement des imprécisions numériques.

Abstract

The core part of computer programs such as visualization softwares, rendering engines or robotics path planners lies in visibly computations. Although the corresponding algorithms are only a small part of the whole application, they are responsible for most of the running time and their efficiency is therefore crucial.

Traditional visibility computation algorithms have two drawbacks: They perform useless computations on invisible objects, and recompute everything from scratch for every single query, even if the changes undergone by two successive solutions are minor.

We show how to remedy these problems in the context of polygonal scenes in the plane by using the visibility complex data structure, which encodes all the visibility relations between objects of the scene. First, we present an optimal algorithm for computing the visibility complex. Second, we show how to use this data structure to compute visibility polygons and to maintain views around a moving point in the scene.

Both the theoretical complexity and the practical performances of our algorithms are presented. Finally, we explain how to handle the degeneracies and numerical imprecisions caused by real-world data sets.

Keywords: Computational geometry, visibility, algorithmic complexity, experimental analysis degeneracies, numerical imprecisions.

ii

Table des matières

1 Visibilité dans le plan 1 1.1 Nature des problèmes de visibilité dans le plan . . . . . . . . . . . . . 2 1.1.1 Calculs globaux de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.1.2 Calculs locaux de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.1.3 Prétraitement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2 Partitions dans le plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2.1 Boîtes englobantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.2.2 Grilles, grilles récursives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2.3 Triangulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.3 Travaux présentés dans ce mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4 Structures de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.4.1 Graphe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.4.2 Dualité et problèmes de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.4.3 Balayage de graphe de visibilité : arbres d’horizon et arbres de rotation 20 1.4.4 Complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.4.5 Relations avec le diagramme de visibilité . . . . . . . . . . . . . 27 2 Balayage de graphe de visibilité 31 2.1 Calcul optimal de graphe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.1.1 Balayage topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.1.2 Arbres d’horizon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.1.3 Mise à jour de min_≺ R lors d’un passage . . . . . . . . . . . . . 38 2.1.4 Mise à jour des arbres d’horizon . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.1.5 Complexité du balayage du graphe de visibilité . . . . . . . . . . 42 2.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2.3 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.4 Construction du complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . 48 3 Calculs de polygones de visibilité 51 3.1 Calculs de vues autour d’un point . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.1.1 Calcul de vue par balayage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.1.2 Calculs de vue avec le complexe de visibilité . . . . . . . . . . . 54 3.1.3 Étude expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 3.2 Calcul du polygone de visibilité d’un segment . . . . . . . . . . . . . 64 3.2.1 Structure du polygone de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . 64 3.2.2 Calcul du polygone de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 3.2.3 Correction et complexité de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . 69 3.2.4 Limites de discontinuité de l’éclairage . . . . . . . . . . . . . . 70 3.2.5 Segment compris dans la scène . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 4 Calculs de visibilité dynamique 77 4.1 Maintien d’une vue autour d’un point mobile . . . . . . . . . . . . . 78 4.1.1 Changements de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 4.1.2 Maintien de la vue lors d’un petit déplacement . . . . . . . . . . 80 4.1.3 Maintien de la vue le long d’une trajectoire . . . . . . . . . . . 82 4.2 Maintien dynamique du complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . . 84 4.2.1 Changements élémentaires de visibilité . . . . . . . . . . . . . . 84 4.2.2 Maintien du complexe pour une scène mouvante . . . . . . . . . 87 4.2.3 Maintien d’une vue dans une scène mouvante . . . . . . . . . . . 89 5 Dégénérescences et imprécisions des calculs numériques 91 5.1 Traitement des dégénérescences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 5.1.1 Problèmes posés par les dégénérescences . . . . . . . . . . . . . 92 5.1.2 Schémas de perturbation symbolique . . . . . . . . . . . . . . 93 5.1.3 Simulation de simplicité guidée par la visibilité . . . . . . . . . . 96 5.1.4 Application aux calculs de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . 97 5.2 Traitement des imprécisions numériques . . . . . . . . . . . . . . . . 99 5.2.1 Calculs d’un déterminant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 5.2.2 Calculs exacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 5.2.3 ε-géométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 5.2.4 Cohérence des calculs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 5.2.5 Opérations unanimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 5.2.6 Calculs d’erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 5.2.7 Coût du traitement des imprécisions numériques . . . . . . . . . 109

5.2.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 6 Bilan et perspectives 113 6.1 Réalisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 6.1.1 Programmation du complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . 114 6.1.2 Programmation des algorithmes de calculs de visibilité . . . . . . . 116 6.1.3 Utilisation du complexe de visibilité dans le calcul de radiosité . . . 117 6.2 Polygones et objets courbes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 6.3 Complexe de visibilité : bilan et perspectives . . . . . . . . . . . . . . 125 6.3.1 Utilité du complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 6.3.2 Complexe de visibilité hiérarchique . . . . . . . . . . . . . . . 126 6.3.3 Maintien topologique du complexe de visibilité . . . . . . . . . . 128 6.3.4 Le mot de la fin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 vi

Liste des figures

1.1 Définition des polygones. a. Orientation des sommets. b. Polygone avec trou 2 1.2 Requêtes locales de calcul de visibilité. a. Calcul discret : lancer de rayons. b.

Calcul continu : calcul de vue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Calcul de vue le long d’une trajectoire. a. Calcul discret : recalcul à chaque déplacement dx. b. Calcul continu : calcul des limites de visibilité . . . . . 5 1.4 Utilisation des boîtes englobantes dans le lancer de rayons . . . . . . . . . 6 1.5 Utilisation d’une grille dans le lancer de rayons . . . . . . . . . . . . . 7 1.6 Utilisation d’arbre quadtree dans le lancer de rayons. a. Découpage de la scène.

b. Arbre correspondant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.7 Triangulation d’un polygone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.8 Schéma heuristique décrivant les problèmes de visibilité dans le plan et indiquant les sujets traités dans ce mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.9 Configurations dégénérées où des sommets de polygones sont alignés . . . . 11 1.10 Graphe de visibilité d’une scène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.11 Graphes de visibilité. a. De taille minimale. b. De taille maximale . . . . . 12 1.12 Plus court chemin entre deux points en présence d’obstacles . . . . . . . . 13 1.13 Relations de dualité. a. Point dual d’une droite. b. Courbe duale d’un point . 15 1.14 Propriétés de la dualité. a. Inversion de la relation d’inclusion. b. Position relative et intersection dans le plan dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.15 Classification des droites grâce à la dualité. a. Zone d’un côté de polygone. b.

Arrangement dual de la scène : droites correspondant à une face . . . . . . 16 1.16 Correspondance entre les deux relations de dualité . . . . . . . . . . . . 17 1.17 Construction incrémentale d’un arrangement : faces traversées par la nouvelle droite insérée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.18 Balayage d’un arrangement de droites. a. Coupe de balayage. b. Progression du balayage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.19 Arbres d’horizon. a. Arbre supérieur. b. Arbre inférieur . . . . . . . . . . 19 1.20 Mise à jour de l’arbre d’horizon lors du passage d’un sommet . . . . . . . 20 1.21 Balayage de l’arrangement. a. Cohérence du balayage. b. Mise à jour de l’objet vu lors du passage d’un segment (p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.22 Arbre de rotation d’une scène de segments . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.23 Mise à jour de l’arbre de rotation lors du passage d’une arête . . . . . . . 22 1.24 Éléments du complexe de visibilité. a. Face. b. Arêtes. c. Sommets . . . . . 23 1.25 Éléments du complexe de visibilité : visualisation dans l’espace dual . . . . 24 1.26 Relations d’incidences entre a. arête et sommets, b. sommet et arêtes, dans le complexe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.27 Les différents types d’arêtes du complexe . . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.28 Éléments délimitant une face du complexe . . . . . . . . . . . . . . . . 25 1.29 Arêtes grasses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.30 Utilisation d’une dimension supplémentaire pour représenter les rayons confondus en projection dans le plan dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.31 Non planarité du complexe au voisinage d’un sommet . . . . . . . . . . . 26 1.32 Différentes configuration géométriques correspondant à un sommet du complexe 27 1.33 Diagramme de visibilité. a. Décomposition V is(s, S) du diagramme de visibilité.

b. Arêtes partenaires e et e^′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1 Notations pour les arêtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.2 Comparaison de deux arêtes sécantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.3 Arbres d’horizon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.4 Propriétés de visibilité des arbres d’horizon . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.5 Correspondance entre les mises à jour dans les arbres d’horizon . . . . . . 38 2.6 Cas directs de mise à jour des arbres d’horizon. a. Rentrée dans un polygone. b.

Sortie hors de la scène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.7 Mise à jour des arbres d’horizon. a. Rayon passant par u stoppé par le segment incident à av(u). b. Rayon passant par u stoppé après av(u) . . . . . . . . 39 2.8 Balayage d’une chaîne d’arêtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.9 Vacuité de l’espace de balayage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 2.10 Schéma de comptage : report des charges . . . . . . . . . . . . . . . . 43 2.11 Mesure de la complexité pour n = 500 . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.12 Constante de complexité en fonction de n . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.13 Différences dues à la prise en compte de la visibilité . . . . . . . . . . . 47 2.14 Visibilité démontrée dans l’espace dual . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.15 Association d’arêtes de la coupe du complexe aux sommets de la scène . . . 49 2.16 Exemple de construction du complexe lors du passage d’une arête du graphe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1 Vue autour d’un point. a. Polygone de visibilité. b. Nature des côtés du polygone de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.2 Configurations lors du passage d’un sommet lors du calcul de vue . . . . . 53 3.3 Changement de visibilité autour d’un point : passage d’une face du complexe à une autre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.4 Décomposition en trapèzes de la scène . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.5 Nouvelle face traversée par p^∗_v. a. Sortie par une arête de la chaîne inférieure. b.

Sortie par une arête de la chaîne supérieure . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.6 Sortie de la face. a. Sortie par la chaîne inférieure. b. Sortie par la chaîne supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.7 Sortie d’une face par la chaîne supérieure : test d’une arête non grasse. a. Sortie après l’arête testée. b. Sortie avant l’arête testée. c. Sortie par l’arête testée . 57 3.8 Signification géométrique du parcours des arêtes d’une chaîne pour trouver la sortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 3.9 Découpage d’une arête grasse par des sommets non vus . . . . . . . . . . 59 3.10 Sommets non vus présents dans plusieurs arêtes grasses . . . . . . . . . . 59 3.11 Résultats de l’algorithme de parcours sur une scène de 600 triangles. a. Points de vue dans la scène. b. Points de vue à l’extérieur de la scène . . . . . . . 61 3.12 Résultats de l’algorithme de recherche a. Points de vue dans la scène. b. Points de vue à l’extérieur de la scène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.13 Comparaison des deux algorithmes sur une scène de densité moyenne. a. Points de vue dans la scène. b. Points de vue à l’extérieur de la scène . . . . . . . 61 3.14 Éclairage de la scène par un néon. a. Polygone de visibilité du segment s = (p, q).

b. Rayons traversant s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.15 Détail de la nature des côtés du polygone de visibilité de s . . . . . . . . 65 3.16 Limite d’éclairage sur un côté transversal quand son extrémité n’est pas éclairée.

a. Éclairage limité par q. b Éclairage limité par un objet de la scène . . . . 66 3.17 Situation où le côté radial du polygone de visibilité est dégénéré. a. Côté bloqué par q. b. Côté bloqué par un objet de la scène . . . . . . . . . . . . . . 67 3.18 Zone d’ombre délimitée par un objet dont son extrémité est éclairée. a. Éclairage limité par q. b. Éclairage limité par un objet de la scène . . . . . . . . . 67 3.19 Arêtes non visitées dans le calcul du polygone de visibilité. a. Arête de la vue de p. b. Arête du graphe de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.20 a. Polygone de visibilité non simple de la scène. b. Parcours correspondant des faces du complexe. c. Limites d’ombre résultantes dans la scène . . . . . . 70 3.21 Calcul du polygone de visibilité quand le segment est en dehors de l’enveloppe convexe de la scène. a. Segment en dessous. b. Segment au-dessus . . . . . 72 3.22 Détermination de la zone d’ombre créée par le bas d’un objet. a. Changement de visibilité devant le néon. b. Changement de visibilité derrière le néon . . . . 73 3.23 Détermination de la zone d’ombre créée par le haut d’un objet. a. Changement de visibilité devant le néon. b. Changement de visibilité derrière le néon . . 73 3.24 Exemple où deux faces ont la même face suivante selon s . . . . . . . . . 74

4.1 Découpage en régions de visibilité constante . . . . . . . . . . . . . . . 78 4.2 Limites de changement de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.3 Limites supérieure et inférieure de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.4 Tester la sortie du point de vue de la région de visibilité . . . . . . . . . 80 4.5 Mise à jour de la vue et de l’enveloppe supérieure . . . . . . . . . . . . 81 4.6 Cas de mise à jour de la vue dans le complexe correspondant aux cas de la figure précédente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 4.7 Passage d’un changement de visibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.8 Changements élémentaires de visibilité au voisinage de trois points . . . . . 84 4.9 Changements élémentaires de topologie du squelette du complexe . . . . . 84 4.10 Modifications de base dans le complexe lors d’un changement de visibilité . . 84 4.12 Exemple de différences entre deux configurations . . . . . . . . . . . . . 86 4.11 Les 50 configurations géométriques au voisinage de trois points . . . . . . 85 4.13 Mise à jour des dates de mort : arêtes à considérer . . . . . . . . . . . . 88

5.1 Résultat d’un programme traitant une scène dégénérée . . . . . . . . . . 92 5.2 Deux situations générales et leur cas dégénéré limite : ordre de passage des arêtes 93 5.3 Situation dégénérée. a. Situation complète. b. Situation simple . . . . . . 95 5.4 Graphes de visibilité d’une même scène dégénérée calculés avec des déterminants perturbés : différences dues à la numérotation des points . . . . . . . . . 95 5.5 Configurations dégénérées et configurations générales simulées . . . . . . . 96 5.6 Configurations dégénérées pour le test de sortie d’une face dans le calcul de vue et configurations générales associées. a. arête normale. b. arête grasse . . . 97 5.7 Configurations dégénérées pour le test u ≺ E^s(u) et configurations générales associées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 5.8 Rotation numérique d’une scène test . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 5.9 Signification géométrique des déterminants . . . . . . . . . . . . . . . 100 5.10 Valeurs calculées par les trois déterminants : inversion du signe des résultats . 101 5.11 ε-position relative par rapport à deux points . . . . . . . . . . . . . . . 103 5.12 Tests de position relative de trois points dans les arbres d’horizon . . . . . 104 5.13 Différences de déterminants dues à la différence de position du point p avec l’arête balayée de la chaîne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 5.14 Incohérences des résultats locaux de déterminant sur une situation globale . 106 5.15 Précision des calculs numériques. a. Déterminants calculés. b. Encadrement calculé des déterminants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 5.16 Coûts de calcul des déterminants. a. Temps passé par le programme de calcul de graphe de visibilité à calculer des déterminants. b. Rapport de ces temps avec celui des déterminants simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 5.17 Calculs de graphe de visibilité avec plusieurs déterminants. a. Temps d’exécution des programmes. b. Rapport de ces temps avec le programme utilisant les déterminants simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.1 Programme de calcul de graphe de visibilité : arbres d’horizon initiaux d’une scène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 6.2 Programme de calcul de graphe de visibilité : affichage du graphe . . . . . 114 6.3 Programme de calcul de vue : affichage de la vue . . . . . . . . . . . . . 116 6.4 Programme de maintien dynamique de vue le long d’une trajectoire . . . . 117 6.5 Calcul de radiosité.a. Énergie propre émise par un élément. b. Énergie renvoyée par une surface diffuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.6 Calcul de facteur de forme. a. Facteur de forme élémentaire entre deux éléments de surface sur P_i et P_j . b. Fonction de visibilité . . . . . . . . . . . . . 118 6.7 Changements de visibilité selon une direction θ. a. Objet courbe : deux tangentes.

b. Polygone : n droites passant par ses n sommets . . . . . . . . . . . . 120 6.8 Courbes duales. a. D’un segment de droite. b. D’un objet courbe convexe . . 120 6.9 Arrangement de courbes duales d’objets convexes . . . . . . . . . . . . 121 6.10 ≪ Arbre d’horizon ≫ pour une scène d’objets courbes. a. Représentation géométrique. b. Représentation combinatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 6.11 Passage d’une arête sur l’enveloppe convexe. a. Scène de polygones. b. Scène d’objets courbes convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 6.12 Pseudo-triangulation d’une scène d’objets convexes . . . . . . . . . . . . 122 6.13 Bascule d’une bitangente incidente à deux pseudo-triangles . . . . . . . . 123 6.14 Différences entre a. Une pseudo-triangulation, et b. Une triangulation . . . 124 6.15 Tangentes a. Passant par un même point et non sécantes. b. À un même objet courbe et sécantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 6.16 Problèmes avec la diagonale extérieure d’un quadrangle. a. Diagonale coupant un obstacle. b. Diagonale coupant une arête de la triangulation. c. Diagonale déjà présente dans la triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 6.17 Limite de résolution et calcul de vue à différents niveaux de détails . . . . . 126 6.18 Complexe hiérarchique. a. Calcul du complexe sur les méta-polygones. b. Calcul du complexe poour chacun des groupes de polygones . . . . . . . . . . . 127 6.19 Calcul de vue hiérarchique dans le complexe de visibilité hiérarchique . . . . 127